
建习建习33--平面一般力系平面一般力系

kNR
kNR

45
6

y

x

−=
−=

解解：取坐标如图示：取坐标如图示

习习33--33：上段重：上段重FF11=8kN=8kN，下段重，下段重FF22=37kN=37kN，，
FF33=6kN=6kN，，求力系向柱底中心简化的结果。求力系向柱底中心简化的结果。
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建习建习33--平面一般力系平面一般力系

题题33－－7(b7(b))解：解：

梁受力如图示；梁受力如图示；
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建习建习33--平面一般力系平面一般力系

题3－8(b)解：

研究刚架：
受力如图示；

03220 2 =−+−=∑ aFaYMqa:M BA

00 =−−+=∑ qaFYY:Y BA

解方程，得：

.qa
a
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建习建习33--平面一般力系平面一般力系

题3－13(a)解：

分析DH，因H是可动铰支座，
YH沿竖向， DH受力如图(1)；

4
00

45
0320
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YYFY:Y

FY
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D
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FYY:M

AD受力如图(2)；
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建习建习33--平面一般力系平面一般力系

题3－13(b)  F=2qa
解： CD受力如图(1)；

qaMaFaYM:m

qaFYY:Y

X:X

ACAA
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A

220
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00
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∑
∑
∑

qaYY:Y
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X:X
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∑

AC受力如图(2)；
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q
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3a YD
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XC23qaYY DC ==
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建习建习33--平面一般力系平面一般力系

解：解：
CDCD受力如图示；受力如图示；

题题33－－1414：：已知：已知：aa=3=3mm, , qq=10=10kN/mkN/m ,F=30kN,,F=30kN,求求
支座支座AA、、BB和铰和铰CC的反力。的反力。
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建习建习33--平面一般力系平面一般力系

22））ABCABC受力如图示；受力如图示；

续题3-14解

F

a
a
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kNY,kNX CC 1530 ==
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建习建习33--平面一般力系平面一般力系

题题33－－1616 解解：整体受力如图示；：整体受力如图示；

h
a

l FF
A

B C60o 60o C
60oTT

A

NNCC

YYAA

XXAA

NNBB NNCC

( ) 06020 =−=∑ o
CB cosaFlN:M

ACAC受力如图示；受力如图示；

hTcoslN:M o
CA ==∑ 600

( ) ( )haFT,laFNC 42 ==
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建习建习33--平面一般力系平面一般力系

题题33－－1818 已知：已知：WW ==30N30N，，ffss =0.25=0.25 ,, f f =0.24=0.24 。。
F=10kNF=10kN。。 求：①求：① 求滑块是否平衡状态？求滑块是否平衡状态？
②并求实际摩擦力。②并求实际摩擦力。

解解：设：设摩擦力向上，摩擦力向上，

①滑物受力如图①滑物受力如图(1)(1)

   FsinWF :X s −==∑ α0

30o

F
W

F
W NN

FFss
30o

(1)

x
y

kNFs 5=
 kN.cosWN:Y 9250 ≈==∑ α

kNFkN.NfF ssmaxs 556 =>≈=

滑块处于平衡状态，实际摩擦力为滑块处于平衡状态，实际摩擦力为5kN5kN。。
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建习建习33--平面一般力系平面一般力系

题题33--18: 18: 1m1m长的水坝受到水压力长的水坝受到水压力F=9930kNF=9930kN，，
砼的堆密度为砼的堆密度为22kN/m22kN/m33，静摩擦因素，静摩擦因素ffss=0.6=0.6。。
试问试问: : 
(1)(1)此坝是否会滑动？此坝是否会滑动？
(2)(2)此坝是否会绕此坝是否会绕BB翻转？翻转？

解解：：

坝坝受力如图示；受力如图示；

8m
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m

A BFFpp11 FFpp22

50
m

36m
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FFssNN

自重：自重：

kNF

kNF
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建习建习33--平面一般力系平面一般力系

F=9930kNF=9930kN，，ffss=0.6=0.6。。

kNF

kNF

p

p

19800

8800

2

1

=

=

   FF :X s −==∑ 0
kNF s 9930=

kNN

 FFN:Y pp

28600

0 21

=

+==∑

kNFkNNfF ssmaxs 993017160 =>==

坝不会滑动。坝不会滑动。

8m
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m

A BFFpp11 FFpp22

50
m

36m

FF

FFssNN

续题续题33--1818解解 
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建习建习33--平面一般力系平面一般力系

F=9930kNF=9930kN，，

kNF

kNF

p

p

19800

8800

2

1

=

=

kNN 28600=

此时此时NN位于位于BB点，如图示。点，如图示。

8m

15
m

A BFFpp11 FFpp22

50
m

36m

FF

FFss NN

续题续题33--1818解解

考虑坝是否会绕考虑坝是否会绕BB翻转翻转

m1064800kN.36F40FM
148950kN.mFM

p2p1B

B

=+=

坝不会绕坝不会绕BB翻转。翻转。

==

稳

翻 15

翻稳 BB MM >
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建习建习33--平面一般力系平面一般力系

研究研究BCBC，，受力如图示；受力如图示；

( )ϕ
ϕ
sinaMRR

MsinaR:M
CB

B
⋅==⇒
=⋅⋅=∑ 0

补充题补充题 解：解：

研究研究ABAB，，受力如图（受力如图（22）；）；
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⎩
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建习建习44--空间力系空间力系

44－－99计算图示平面图形的坐标计算图示平面图形的坐标

((aa)R=100mm,r=25mm)R=100mm,r=25mm
解：解：取坐标系如图示：取坐标系如图示：

将截面分为实心、空心将截面分为实心、空心
二圆，二圆，xx是对称轴是对称轴
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π
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建习建习44--空间力系空间力系

44－－99计算图示平面图形的坐标计算图示平面图形的坐标

(b)(b)解：解：

10O
x

y

50

25 70将截面分为上下二矩形，将截面分为上下二矩形，yy是是
对称轴，形心在对称轴，形心在yy轴上。轴上。
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建习建习44--空间力系空间力系

44－－99计算图示平面图形的坐标计算图示平面图形的坐标

(d)(d)解：解：

将截面分为下、上三矩形，将截面分为下、上三矩形，yy
是对称轴，形心在是对称轴，形心在yy轴上。轴上。

,cm.y,cmA
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建习建习55--杆件的内力杆件的内力

习习55--11 绘下列杆件的轴力图绘下列杆件的轴力图

1

1

2

2

3

3 (b)(b)解：用截面法解：用截面法,,
如取如取33－－33截面右边截面右边

分析，如图示分析，如图示::
由平衡方程得由平衡方程得::
NN33=10kN=10kN，，

同理取同理取11--11、、22--22截截
面右边分析，得面右边分析，得

NN22=5kN=5kN，，

N1=10kNN1=10kN,,
作轴力图。作轴力图。

5kN5 10

N3 55 10

(－)

(+)
10

N

x

(kN)

105
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建习建习55--杆件的内力杆件的内力

由平衡方程得由平衡方程得::
NN11==qxqx1 1 ，，(<(<xx11<<ll),  ),  
NN22==qxqx22，，(0<(0<xx22<<ll))
作轴力图作轴力图;;

习习55--1 1 (c)(c)

2

2q

l l

B C D

x1 x2

DN2B N1

2

2

(+)

ql
N

x

解：用截面法解：用截面法,,
如取如取11--11截面左边、截面左边、

22--22截面右边分析，截面右边分析，

如图示如图示::
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建习建习55--杆件的内力杆件的内力

习习55--3: 3: 传动轴转速传动轴转速nn＝＝300300rpmrpm,,主动轮输入功率主动轮输入功率

PP11=50=50kWkW，从动轮功率分别为，从动轮功率分别为PP22＝＝10kW10kW，，

PP33==PP44=20kW=20kW。试求。试求:(:(1)1)作轴的扭矩图作轴的扭矩图;;
(2)(2) 11、、33位置对换，位置对换，扭矩图有何变化？扭矩图有何变化？

解：解：

外力偶矩：外力偶矩：

m,Nmm,m

mN
n
Pm

432

1
1

⋅===

⋅=×==

637318

1590
300
5095509550

nn
PP22PP11PP44 PP33

44 33 11 22
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建习建习55--杆件的内力杆件的内力

求扭矩求扭矩

ΣΣMMxx=0:=0:
TT11+m+m44=0=0

同理，得同理，得：：

TT33 =318N.m=318N.m

TT11 ==--637637N.mN.m

作扭矩图作扭矩图：：

如图示。如图示。

TT22==--12741274 N.mN.m

Ⅰ

Ⅰ

Ⅱ

Ⅱ

Ⅲ

Ⅲ

T(N.m)T(N.m)

637
1274

318
(+)(+)

((--))

mm22mm11mm44 mm33

mm44 TT11 TT33

mm44 mm33 TT22

mm22

m,Nmm,m,m 4321 ⋅==== 6373181590
续习续习55--33解解 
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建习建习55--杆件的内力杆件的内力

TT33 =318N.m=318N.m

扭矩图如图示。扭矩图如图示。

TT22=953=953 N.mN.m

Ⅰ

Ⅰ

Ⅱ

Ⅱ

Ⅲ

Ⅲ mm22mm44 mm33mm11

m,Nmm,m,m 4321 ⋅==== 6373181590
11、、33位置对换后，位置对换后，

扭矩计算如图示扭矩计算如图示

11、、33位置对换后，中位置对换后，中

间段的扭矩变小了。间段的扭矩变小了。

TT11 ==--637637N.mN.m

T(N.m)T(N.m)

637
1274

318
(+)(+)

((--))

T(N.m)T(N.m)

637 953

318
(+)(+)

((--))

续习续习55--33解解 
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建习建习55--杆件的内力杆件的内力

55--44（（aa）求指定截面的内力。）求指定截面的内力。

解解:: 求支反力求支反力

1-1面内力：
分析1-1面右边：

45
432

2
1

1

qaaRM
qaRqaF

B

BQ

==

=−=

a

A B

q 1

1

2

2
a

2qa

RA
RB

4547 qaR,qaR BA ==

BC

2qa

FQ1

M1

RB

BC

FQ2

M2

RB

2-2面内力：
分析2-2面右边：

45
45

2
1

2

qaaRM
qaRF

B

BQ

==

−=−=
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建习建习55--杆件的内力杆件的内力

55--44（（cc）求指定截面的内力。）求指定截面的内力。

解解:: 求支反力求支反力

1-1面内力：
分析1-1面右边：

23
2

2
1

1

qaMaRM
qaRqaF

B

BQ

=+=

=−=

a a
RA

RB

223 qaR,qaR BA ==

BC

qa

FQ1

M1

RB

BC

FQ2

M2

RB

2-2面内力：
分析2-2面右边：

2
2

2
1

2

qaaRM
qaRF

B

BQ

==

−=−=

m=qa2

m=qa2

A B
q 1

1

2

2

qam=qa2
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建习建习55--杆件的内力杆件的内力

55--55（（aa）写出梁的内力方程。并作内力图。）写出梁的内力方程。并作内力图。

解解:: 内力方程内力方程

取任一截面右边分析取任一截面右边分析

( ) ( )

( ) ( )lxqxxqlxM

lxqlqxxFQ

<≤−=

<≤−=

0
22

0
2

2

l
A B

q

ql/2

FQ

M

x

x 0

B

q

qa/2求控制截面的剪力求控制截面的剪力

2
20

qlF:lx
qlF:x

Q

Q

==
−==
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建习建习55--杆件的内力杆件的内力

( ) ( ) ( )lx;xlqxxM <≤−= 0
2

l
A B

q

ql/2

续习续习55--5(a)5(a)解解

FQ
ql/2

ql/2

(+)
(-)

2
20

qlF:lx
qlF:x

Q

Q

==
−==

绘剪力图。绘剪力图。

求控制截面的求控制截面的MM：：

2
82

00

2

2

qlM:lx
qlM:lx
;M:x

==
==

==

绘绘MM图。图。

M

ql2/2

(-)
ql2/8

A B
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建习建习55--杆件的内力杆件的内力 续习续习55--5(a)5(a)解解 
 

 



11

建习建习55--杆件的内力杆件的内力

66--20(d)20(d)：：解解::

2m

4m

A
C 

B 
8kN/m

2m

1

1

2

2

4

4

3

3

12kN.m

(1)求支反力

kNR
,kNR

B 19
13A

=
=

1-1面：

mkNM
kNFs

⋅=××−×=
−=−=

10128213
31613

1

1

RA
RB

mkNM
kNFs

⋅−=
2-2面： −=

12
19

2

2

mkNM,kNFs3-3面： ⋅−== 120 33

4-4面： mkNM,kNFs ⋅−== 120 44
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建习建习55--杆件的内力杆件的内力 续：续： 课堂练习解答课堂练习解答

解解 （（55）） ::

支反力支反力::
YYCC==qa/2qa/2
YYDD=5=5qaqa/2/2

作作QQ图图,,

作作MM图图..

P=qaM=qa2

q

a a aYC YD

A B
2
a C D
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建习建习66--基本变形杆件的应力和变形基本变形杆件的应力和变形

习习66--1(1(aa)) 求杆内最大应力。求杆内最大应力。ABAB、、
BCBC、、CDCD的横截面面积分别为：的横截面面积分别为：
80mm80mm22、、20mm20mm22、、120mm120mm22。。

17kN

11kN

8kN

AA
BB

CC

DD

解：解：用截面法得用截面法得ABAB、、BCBC、、CDCD
段的轴力分别为段的轴力分别为:: NN11=2kN=2kN，，

NN22=19kN=19kN，， NN33=8kN,=8kN,
应力：应力：

MPa.AN
MPaAN

MPa
A
N

CD

BC

AB

766
950

25
80

2000

33

22

1
1

==
==

===

σ
σ

σ

MPamax 950=σ
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建习建习66--基本变形杆件的应力和变形基本变形杆件的应力和变形

习习66--2(2(aa)) 求直径求直径
d=20mmd=20mm的拉杆的应力。的拉杆的应力。

A
B

C

5kN

2m
1m

1m
2m 5kN

2m

D

E

XA

YA

XE

B

D

E

XB

YB

XE

NCD

解：解：分析整体：分析整体：

kNX:M EA 100 ==∑
分析分析BEBE杆：杆：

( )kNN:M CDB 3500 ==∑
CDCD杆的面积：杆的面积： ( ) 242 4102 mACD π−×=

CDCD的应力的应力::

( ) MPaAN CDCD 533500 ≈== πσ
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建习建习66--基本变形杆件的应力和变形基本变形杆件的应力和变形

F

30
0

20
0钢钢

铝铝

习习66--44 上段横截面是边长为上段横截面是边长为100mm100mm
的正方形，下段横截面是边长为的正方形，下段横截面是边长为
200mm200mm的正方形，总长度减小了的正方形，总长度减小了
0.4mm0.4mm，，EE钢钢＝＝200GPa200GPa，， EE铝铝＝＝
70GPa70GPa。求。求FF值。值。

解：解：轴力轴力NN＝＝--FF

mm.
EA
l

EA
lFl 40

21

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=Δ

kN

.
.

.
.F 1931

20107
30

10102
20

104

210211

4

≈

××
+

××

×
=

−
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建习建习66--基本变形杆件的应力和变形基本变形杆件的应力和变形

习习66--77 轴直径轴直径d=60mmd=60mm，，TT＝＝2kN.m2kN.m，求截面，求截面
上上11、、22、、33点的点的ττ和和ττmaxmax，并在图画出切应力，并在图画出切应力
的方向，的方向，b=20mmb=20mm。。

46
84

10271
32

106 m.I p
−

−

×≈
××

=
π

解：解：极惯性矩极惯性矩::

MPa.
.

b
I
T

p

531102
10271

102 2
6

3

1 ≈××
×
×

=⋅= −
−τ

MPa.
.

d
I
T

p

1547103
10271

102
2

0

2
6

3

3

2

≈××
×
×

=⋅=

=

−
−τ

τ
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建习建习66--基本变形杆件的应力和变形基本变形杆件的应力和变形

习习66--99 求图示轴的求图示轴的ττmaxmax和两端的相对扭转角和两端的相对扭转角
（（GG＝＝80GPa80GPa）。）。D=30mm, d=10mmD=30mm, d=10mm。。

40π

T
x

(N.m)

(-)

10π
20π

解：作扭矩图解：作扭矩图

求极惯性矩求极惯性矩::
分两段计算，分两段计算，

实心段：实心段：

( ) 4
1 32

81 cmI p
π

=

空心段：空心段：

( )43 32
80 cmI p
π

=
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建习建习66--基本变形杆件的应力和变形基本变形杆件的应力和变形

40π

T
x

(N.m)
(-)

10π
20π

计算计算ττmaxmax ：：

续习续习66--99解解

MPa.

D
I
T

p

723

10
2
30

1081
3240
2

3
8

1

1
1

=

×⋅
×
×

=

=

−
−π

π

τ

MPa.

MPa

D
I
T

max

p

723

1210
2
30

1080
3220
2

3
8

3

3
3

=

=×⋅
×
×

=

=

−
−

τ
π
π

τ
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建习建习66--基本变形杆件的应力和变形基本变形杆件的应力和变形

40π

T
x

(N.m)
(-)

10π
20π

计算计算两端的扭转角两端的扭转角：：

要分四段计算要分四段计算

续习续习66--99解解

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ×+×

+
×+×

×
×

=

+
+

+
=

80
20201010

81
101040150

108
1032

2010

10150

10

8
3

32

1

21

....
GI

T.T.
GI

T.T.

p

p

π
π

ϕ

rad.005970=ϕ
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建习建习66--基本变形杆件的应力和变形基本变形杆件的应力和变形

习习66--1212 求图示梁的两截面形式，分别求梁的求图示梁的两截面形式，分别求梁的
曲率半径、最大拉、压应力及所在位置（曲率半径、最大拉、压应力及所在位置（EE＝＝
200GPa200GPa）。）。

解：解：惯性矩惯性矩::

( ) 453 10864
12

m.hbIzb
−×==

c)c)图的形心位置图的形心位置::
( ) ( )cm..yc 258

2518
1452518

=
××
+×

=

c)c)图的惯性矩图的惯性矩::
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建习建习66--基本变形杆件的应力和变形基本变形杆件的应力和变形

c)c)图的惯性矩图的惯性矩::

( )

( ) ( ) 4523

23

105782581451818
12
5

522585185
12
18

m..

..Izc

−×=−×+×+

−×+×=

续习续习66--1212解解

bb梁的曲率半径、最大拉、压应力梁的曲率半径、最大拉、压应力::

m.
M
EIz 1215

108
10864102

3

511

=
×

×××
==

−

ρ

MPa.
.

h
I
M

z
maxmax 8141090

10864
108

2
3

5

3

=××
×
×

=⋅== −
−

−+ σσ

( ) 4510864 m.Izb
−×=
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建习建习66--基本变形杆件的应力和变形基本变形杆件的应力和变形

( ) 4510578 m.Izc
−×=

c) c) 梁的曲率半径、最大拉、压应力梁的曲率半径、最大拉、压应力::

续习续习66--1212解解

m..
M
EIz 52187

108
10758102

3

511

=
×

×××
==

−

ρ

( ) MPa..
.

MPa..
.

y
I
M

max

c
z

max

77131025823
10578

108

7710258
10578

108

2
5

3

2
5

3

=×−×
×
×

=

=××
×
×

=⋅=

−
−

−

−
−

+

σ

σ

( )cm.yc 258=
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建习建习66--基本变形杆件的应力和变形基本变形杆件的应力和变形

习习66--14(a)14(a) 图示两梁的横截面最大正应力图示两梁的横截面最大正应力
40MPa40MPa。问：（。问：（ 11）梁矩形截面挖去图中虚线）梁矩形截面挖去图中虚线

内面积时，弯矩减小百分之几？内面积时，弯矩减小百分之几？

2525

15
0

15
0

5050 2525 2525
2525

解：解：实心时承担的弯矩实心时承担的弯矩

hIM z11 2σ=
空心时承担的弯矩空心时承担的弯矩

hIM z22 2σ=
挖空后弯矩减小的百分数：挖空后弯矩减小的百分数：

( ) ( )
%

I
II

hI
hII

M
MM

z

zz

z

zz 100
2

2

1

21

1

21

1

21 −
=

−
=

−
σ

σ

 
 

 



12

建习建习66--基本变形杆件的应力和变形基本变形杆件的应力和变形

2525

15
0

15
0

5050 2525 2525
2525挖空后弯矩减小的百分数：挖空后弯矩减小的百分数：

( )
%

I
II

M
MM

z

zz 100
1

21

1

21 −
=

−

续习续习66--1212解解

4
33

2

43
1

12
1552010

20
12
10

cmI

cmI

z

z

×−×
=

×=

( )

%.

%..
M

MM

121

100
108

10515088
4

43

1

21

≈
×

××+−
=

−
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建习建习66--基本变形杆件的应力和变形基本变形杆件的应力和变形

习习66--16:16: 梁为梁为I45aI45a，测得，测得AA、、BB两点的伸长两点的伸长
量为量为0.012mm0.012mm，，E=200GPaE=200GPa，问力，问力FF＝？＝？

2m

A B

6m

2m

20mm

FF FF解：解：中间段纯弯曲，中间段纯弯曲，

其弯矩其弯矩 MM＝＝2F2F
AA、、BB点的应力：点的应力：

zz WFWM 21 ==σ

由胡克定律：由胡克定律：

εεσ ⋅×=×=Δ= −− 35 102102.1, lE

2

5

1022
102.1

2 −

−

××
×

== zz EWWE
F

ε kN5.85≈

31430cmWz =
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建习建习66--基本变形杆件的应力和变形基本变形杆件的应力和变形

习习66--1818：：梁由两个梁由两个1818号槽钢组成，号槽钢组成，aa--aa面上的面上的
FFQQ=18kN=18kN，，M=55kN.mM=55kN.m，求，求bb--bb面中性轴以下面中性轴以下
40mm40mm处的正应力和剪应力。处的正应力和剪应力。

0.40.4mm

1.41.4m

a
FF FF 0.40.4mm

a

b

b

4
1 9.1369,5.10,9

,180,70
cmImmtmmd

mmhmmb

z ===
==

解：解：由图知，由图知，bb--bb的内的内
力与力与aa--aa面的相同。面的相同。

查表得一个查表得一个1818号槽钢号槽钢

的截面几何特性的截面几何特性：：

zz
yy

zz轴以下轴以下40mm40mm处面积对处面积对zz轴的轴的静矩：静矩：

( ) 34
1 10353.825.5905.106165950 mmSz ×=−××+××=
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建习建习66--基本变形杆件的应力和变形基本变形杆件的应力和变形

1818号槽钢的号槽钢的：：
3

1 9.1369 cmIz =

续习续习66--1818解解

zz
yy

0.40.4mm

1.41.4m

a
FF FF 0.40.4mm

a

b

b
34

1 10353.8 mmSz ×=

所求点的应力：所求点的应力：

MPa
I

M

z
3.80

109.13692
10401055

2
04.0

8

33

1
≈

××

×××
=

×
=

−

−

σ

MPa
dI

SF

z

zQ

2.12
109.1369109
10353.81018

2
2

83

53

1

1

≈
×××

×××
=

×
=

−−

−

τ
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建习建习66--基本变形杆件的应力和变形基本变形杆件的应力和变形

习习66--2020（（aa））用积分法求用积分法求wwCC、、θθCC。。EI=EI=常数常数

x1

x2

A B

l
C

2l

FF

分段列弯矩方程，得分段列弯矩方程，得

挠曲线微分方程：挠曲线微分方程：

ABAB段：段： ( )lx 20 1

解解：支反力：：支反力：RRAA=F/2=F/2
取坐标轴取坐标轴xx如图如图

<≤

x

y

12
xF

dx
ydEI 2

2

Z =

YYAA

BCBC段：段： ( )lxl 32 2 <≤( )23 xlF
dx

ydEI 2

2

Z −=
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建习建习66--基本变形杆件的应力和变形基本变形杆件的应力和变形

积分：积分：

12
xF

dx
ydEI 2

2

Z =
x1

x2

A B

l
C

2l

FF
x

y
YYAA( )23 xlF

dx
ydEI 2

2

Z −=

续习续习66--20(a)20(a)解解

111
3
111

2
11 12;4 DxCFxyEICFxEI ZZ ++=+=θ
( )
( ) ( ) 222

3
22

2
2

22

363
;23

DxlCxlFyEI
CxlFEI

Z

Z

+−+−−=
+−−=θ

确定积分常数：确定积分常数： 00:0 111 =⇒== Dyx
30:2 2

111 lFCylx −=⇒==

2122 0:2 θθ === 、ylx ;;67 3
2

2
2 FlDlFC ==⇒
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建习建习66--基本变形杆件的应力和变形基本变形杆件的应力和变形

x1

x2

A B

l
C

2l

FF
x

y
YYAA

续习续习66--20(a)20(a)解解

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

−=

−=

ZZ

ZZ

EI
xFl

EI
Fx

y

EI
Fl

EI
Fx

312

;
34

1
23

1
1

22
1

1θ

( )

( ) ( )
⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

+
−

+
−

−=

+
−

−=

ZZZ

ZZ

EI
Fl

EI
xlFl

EI
xlF

y

EI
Fl

EI
xlF

3
2

23
2

2

22
2

2

6
37

6
3

6
7

2
3

θ

各段挠曲线微分方程：各段挠曲线微分方程：

( )lx 20 1 <≤

( )lxl 32 2 <≤
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建习建习66--基本变形杆件的应力和变形基本变形杆件的应力和变形

x1

x2

A B

l
C

2l

FF
x

y
YYAA

续习续习66--20(a)20(a)解解

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

==

==

Z
C

Z
C

EI
Flyw

EI
Fl

3

2

2

2 6
7

θθ

CC处的挠度和转角：处的挠度和转角：

令令xx22=3=3ll：得：得

( )

( ) ( )
⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

+
−

+
−

−=

+
−

−=

ZZZ

ZZ

EI
Fl

EI
xlFl

EI
xlF

y

EI
Fl

EI
xlF

3
2

23
2

2

22
2

2

6
37

6
3

6
7

2
3

θ
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建习建习66--基本变形杆件的应力和变形基本变形杆件的应力和变形

习习66--2222（（aa））用迭加法求用迭加法求wwCC、、θθCC。。EI=EI=常数常数

A B l
C

l

FFq=q=FF/l/l解解：将荷载分组：将荷载分组,,如图如图

A B C
qq

A B C
FF

EI
qly

EI
ql

BqBq 8
;

6

43
==θ

( );247 3 EIqllyy BqBqCq =+= θ

( ) ( )
EI
lFy

EI
lF

CFCF 3
2;

2
2 32

==θ

EI
Flyyw

EI
Fl

CFCqC

CFBqC

24
71

;
6

13

3

2

=+=

=+= θθθ
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建习建习77--杆件变形的强度与刚度杆件变形的强度与刚度

100kN

30
0

20
0

习习77--22 已知砼的堆密度已知砼的堆密度γγ=2220kN/m=2220kN/m33，，[[σσ] ] 
=2MPa=2MPa。。求上段、下段所需的横截面面积。求上段、下段所需的横截面面积。

解：解：上段、下段的最大上段、下段的最大轴力轴力

( )
( )kNAAN

kNAN
γγ

γ
212

11
3.02.0100

2.0100
−−−=

−−=

[ ]

[ ]
( )

[ ]
( )

6

4
21

3
2

2

6

3
11

1

102
102223.02.010100

102
1022202.0100

×

××++×
=≥

×

××+
=≥

≥

AAN
A

AN
A

NA

σ

σ

σ

强度条件：强度条件：
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建习建习77--杆件变形的强度与刚度杆件变形的强度与刚度

100kN

30
0

20
0

( )

( )
6

4
21

3

2

6

3
1

1

102
102223.02.010100

102
1022202.0100

×

××++×
≥

×

××+
≥

AA
A

A
A

解得解得上段、下段所需的横截面面积上段、下段所需的横截面面积：：

续习续习77--22解解

2
2

2
1

0964.0
0643.0

mA
mA

≥
≥
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建习建习77--杆件变形的强度与刚度杆件变形的强度与刚度

解：解：BCBC、、ABAB段的扭段的扭

矩分别为：矩分别为：

,TTT,TT 21AB1BC −−=−=

习习77--5:5: 实心钢轴，直径实心钢轴，直径d=100mmd=100mm，受外力偶，受外力偶

矩矩TT11、、 TT22作用，作用， ，在，在0.9m0.9m长度内的长度内的

许可扭转角许可扭转角 ,, G=80GPaG=80GPa，，试试

求求TT11、、 TT22 的值。的值。

[ ] MPa80=τ

[ ] rad014.0=ϕ

TT11

600600 300300

TT22

AA BB CC

截面几何特性：截面几何特性： ,321.0,161.0W 4
p

3
p ππ == I

强度条件：强度条件： [ ],
W

TT-

p

21
max ττ ≤

−
=
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建习建习77--杆件变形的强度与刚度杆件变形的强度与刚度

[ ] MPa80=τ [ ] rad014.0=ϕ TT11

600600 300300

TT22

AA BB CC

[ ],
W

TT

p

21
max ττ ≤

+
=

刚度条件：刚度条件：
( ) [ ],

GI
TT6.0T3.0

p

211 ϕϕ ≤
++

=

续习续习77--55解解

,321.0,161.0W 4
p

3
p ππ == I

解得：解得： ( )
( ),47.10310T

,23.5610T
2

1
mkN

mkN
⋅==

⋅==
π
π
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建习建习77--杆件变形的强度与刚度杆件变形的强度与刚度

习习77--6:6: 梁的许用应力梁的许用应力

单独受单独受30kN30kN的荷时梁的强度不够，为使梁满的荷时梁的强度不够，为使梁满

足强度在求，试求足强度在求，试求CC点力点力FF的值。的值。

[ ] MPa5.8=σ

A B
C

1.8m

FF30kN30kN

1.8m 1.2m

((kN.mkN.m))MM

解：解：

作作梁的梁的MM图图

33
2

z 1025.2
6

3.015.0W m−×=
×

=

0.150.15
0.

3
0.

3

[ ],10
W

6.027 3

z
max σσ ≤×

−
=

F

A
B

C

1.2F1.2F2727

2727--0.6F0.6F

DD

按按MMDD设计：设计：
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建习建习77--杆件变形的强度与刚度杆件变形的强度与刚度

[ ] MPa5.8=σ 33
z 1025.2W m−×=

[ ],10
W

6.027 3

z
max σσ ≤×

−
=

F

[ ]
3
z

3

106.0
W-1027

×

×
≤

σ
F

kN1.13
106.0

105.8102.25-1072
3

6-33

=
×

××××
=

按按MMBB设计：设计：

kNF 1.13≤

[ ]

续习续习77--66解解

kNF 94.15
1.2

108.51025.2
2.1

W 63
z =

×××
=≤

−σ

综合考虑，取综合考虑，取
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建习建习77--杆件变形的强度与刚度杆件变形的强度与刚度

习习77--10:10: 梁的许用应力梁的许用应力[[σσ]=160MPa,]=160MPa,许用挠许用挠

度度[[ww]]==ll/400/400，，E=200GPaE=200GPa，，截面为两根槽钢组截面为两根槽钢组

成，试选槽钢型号。成，试选槽钢型号。

2m
A

B
2kN.m

2m

2kN/m 4kN
C解：解：

作作梁的梁的MM图图

[ ]σσ ≤
×

=
zW

3

max
1010

1)1) 按强度条件设计按强度条件设计

[ ]
3

7

43
5.62

1016
101010 cmWz =
×

=
×

≥
σ

A
BC

22

1010

(+)(+)

((--))

((kN.mkN.m))MM

11
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建习建习77--杆件变形的强度与刚度杆件变形的强度与刚度

[[ww]]==ll/400/400，，E=200GPaE=200GPa，，试选槽钢型号。试选槽钢型号。

2m
A

B
2kN.m

2m

2kN/m 4kN
C

35.62 cmWz ≥

续习续习77--1010解解

3
1 3.31 cmWz ≥

每个槽钢所需的：每个槽钢所需的：

查表：初选两根查表：初选两根1010号槽钢号槽钢,,
其其 37.392 cmWz ×=

2)2) 按刚度条件设计按刚度条件设计

先按迭加法求挠度：先按迭加法求挠度：

将荷载分组，如图示将荷载分组，如图示
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建习建习77--杆件变形的强度与刚度杆件变形的强度与刚度

[[ww]]==ll/400/400，，E=200GPaE=200GPa，，

2m
A

B
2kN.m

2m

2kN/m 4kN
C

续习续习77--1010解解

查表求最大挠度：查表求最大挠度：

A B
2kN/m

C

A B

4kN

C

A
B

2kN.m
C

EIEIEI
yBq 3

102810
6

222
8

22 3
3

34 ×
=×⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ ×
×+

×
=

[ ]wyyyy BMBFBqB ≤++=

EIEIEI
yBF 3

10810
2

242
3

24 4
3

23 ×
=×⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ ×
×+

×
=

EIEI
yBM

3
3

2 101610
2

42 ×
−=×

×
−=

45
4

10
400
4102 mI

EI
−≥⇒≤

×
即即
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建习建习77--杆件变形的强度与刚度杆件变形的强度与刚度

4510 mIz
−≥

由由WWzz初选两根初选两根1010号槽钢号槽钢,,

一个槽钢所需的一个槽钢所需的 IIz1z1=500cm=500cm44

由由II查表：初选两根查表：初选两根1414aa号槽钢号槽钢,,
其其 37.5632 cmI z ×=

综合考虑，此梁应选两根综合考虑，此梁应选两根1414aa号槽钢。号槽钢。

续习续习77--1010解解 
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建习建习77--杆件变形的强度与刚度杆件变形的强度与刚度

习习77--12:12: 试校核销钉的剪切强度。已知试校核销钉的剪切强度。已知FF＝＝
120kN120kN，销钉直径，销钉直径d=30mmd=30mm，材料的，材料的[[ττ]=70]=70
MPaMPa,,，若强度不够，若强度不够，改选直径，改选直径d=?d=?。。

每个剪切面的剪力

Q=P/2=60kN

解：解：销钉双剪销钉双剪

[ ] MPaMPa
A
Q

s
709.84

4103
106

42

4
=>≈

××

×
==

−
τ

π
τ

强度不够。强度不够。
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建习建习77--杆件变形的强度与刚度杆件变形的强度与刚度

改选直径改选直径

[ ] 7

4

107
10644

×

××
=≥

πσπ
Qd

mmmd 331004.33 3 ≈×≥ −

改用直径改用直径 d=33mmrd=33mmr的销钉。的销钉。

续习续习77--1212解解 
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建习建习77--杆件变形的强度与刚度杆件变形的强度与刚度

习习77--14: 14: 图示接头，板厚t=10mm，上、下盖板厚
t1=6mm，材料的， [τ]=100MPa，[σbs]=280MPa, 
P=200kN。试问共需要多少个直径d=17mm的铆钉。

设一块拉板上要设一块拉板上要nn个个铆钉铆钉

每个剪切面的剪力每个剪切面的剪力

解：解：销钉双剪销钉双剪

nkNnPQ 1002 ==

[ ] 4.4
101017

104
862

5
=

×××

×
≥⇒≤

−π
τ n

nA
Q

s

由剪切强度计算：由剪切强度计算：

一块拉板上要一块拉板上要5个铆钉。
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建习建习77--杆件变形的强度与刚度杆件变形的强度与刚度

习习77--14: 14: t=10mm，t1=6mm， [τ]=100MPa，
[σbs]=280MPa, 。 d=17mm试问共需要多少个铆钉。

挤压剪力挤压剪力PPbsbs=P/n=P/n

[ ] 2.4
10281017

102
75

5
=

×××

×
≥⇒≤

−
n

nA
P

bs
bs

bs σ

由挤压强度计算：由挤压强度计算：

综合考虑，一块拉板上至少需要综合考虑，一块拉板上至少需要55个铆钉，个铆钉，

总共至少需要总共至少需要1010个铆钉。个铆钉。

一块拉板上要一块拉板上要5个铆钉。

续习续习77--1414解解 
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建习建习44--空间力系空间力系

88－－1(b)1(b)计算图示单元体指定斜截面上的应力计算图示单元体指定斜截面上的应力

解：解：1)1)由已知条件知由已知条件知

200

300
200

30o

MPayx 200,200 −== σσ
o06,0MPa30 == ατ x

22））计算计算σσ6060°°，，ττ 6060°°：：

)MPa(8.159≈

oo 120sin300120cos
2

200200
2

200200
060 +

+
+

−
=σ

(MPa)

n

oo 120cos300120sin
2

200200
030 −

+
=τ

)MPa(2.323≈
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建习建习44--空间力系空间力系

解：解：1)1)由公式：由公式：

88－－4 4 已知平面应力状态的已知平面应力状态的 MPayx 40,120 == σσ

又知其中两个主应力又知其中两个主应力=0=0，求另一个主应力和，求另一个主应力和 xτ

2
2

22max
min

x
yxyx τ

σσσσ
σ +⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
±

+
=

yx σσσσ +=+ minmax

2
2

2
80

2
160

max
min

xτσ +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛±=

MPa1600max =+σ

2
2

2
80

2
1600 xτ+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

MPax 3.694800 ±≈=τ
MPa160max =σ
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建习建习44--空间力系空间力系

习习88--88 已知轴的直径已知轴的直径d=320mmd=320mm，测得，测得4545oo方向的方向的

，求轴的扭矩，求轴的扭矩TT。。MPa89max =σ

解： ,,
16

3

p
xp W

TdW == τπ

应力单元体如图示。

τ

σmax

σmin

,max px WT== τσ

,163
maxmax dWT p πσσ ==

( )mN ⋅×≈

××=
3

36

106.572
1632.01089 π
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建习建习44--空间力系空间力系

30
100

20

20

60

30

100解：解：
这里已知一个主应力为这里已知一个主应力为 60MPa60MPa，，
利用平面应力状态分析方法求另利用平面应力状态分析方法求另
外两个主应力。如图示：外两个主应力。如图示：

习习88--99 (a)(a) 应力状态如图示。应力状态如图示。

求主应力和最大切应力。求主应力和最大切应力。

,30,20,100 MPaxyyx === τσσ

⎩
⎨
⎧

=+
−

±
+

=
MPa
MPa

10
110

30)
2

20100(
2

20100 22max

min

σ
σ

MPa10,60,110 321 ===∴ σσσ

( ) MPa50231max =−= σστ
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建习建习44--空间力系空间力系

40
30

20

解：解：
这里已知一个主应力为这里已知一个主应力为 10MPa10MPa，，
利用平面应力状态分析方法求另利用平面应力状态分析方法求另
外两个主应力。如图示：外两个主应力。如图示：

习习88--99 (b)(b) 应力状态如图示。应力状态如图示。

求主应力和最大切应力。求主应力和最大切应力。

,40,20,30 MPaxyyx −=−== τσσ

⎩
⎨
⎧
−

=+
+

±
−

=
MPa

MPa
2.42

2.52
40)

2
2030(

2
2030 22max

min

σ
σ

MPa2.42,10,2.52 321 −===∴ σσσ

( ) MPa2.47231max =−= σστ

20

30
10

40
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建习建习44--空间力系空间力系

习习88--13:13: 边长为为边长为为10mm10mm的铝立方块，放在宽的铝立方块，放在宽
度为度为10mm10mm的刚性槽内。已知铝的泊松比的刚性槽内。已知铝的泊松比
νν=0.33=0.33,,竖直向下的力竖直向下的力FF＝＝6kN6kN，试求铝块的，试求铝块的

三个主应力。三个主应力。

x
y

z

解：取坐标系如图示，解：取坐标系如图示，
已知条件有：已知条件有：

,60,0,0 MPa
A
F

zxy −=−=== σσε

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+−=
+−=
+−=

)(E
)(E
)(E

yxzz

xzyy

zyxx

σσνσε
σσνσε
σσνσε

由由
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建习建习44--空间力系空间力系

x
y

z

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

×−=
−

=

×=
+

−=

−==

−

−

4
2

4

1063871

1076231
819

.
E

.
E

MPa.

zz

yx

zy

σνε

σνε

νσσ

,60,0,0 MPazxy −=== σσε

MPa,., 608190 321 −=−==∴ σσσ

续习续习88--1313解解
 
 

 



8

建习建习44--空间力系空间力系

解：解：已知一个已知一个σσ== 50MPa50MPa，利，利

用平面应力状态分析方法求另外用平面应力状态分析方法求另外
两个主应力。如图示：两个主应力。如图示：

习习88--1717已知危险点的已知危险点的 应力状态如图示。应力状态如图示。[[σσ]=]=
160MPa160MPa，试按第三强度理论校核强度。，试按第三强度理论校核强度。

,MPa,, xyyx 506060 −=== τσσ
50
60

60

60

50

50
60

MPa,MPa

)(

minmax

max

min

10110

50
2

6060
2

6060 22

=

+
−

±
+

=

σσ

σ
σ

MPa,, 1050110 321 ===∴ σσσ
( ) [ ] MPar 160100313 =<=−= σσσσ 满足。满足。
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建习建习44--空间力系空间力系

习习88--1818 已知轴的直径已知轴的直径d=30mmd=30mm，，E=210GPa, E=210GPa, 
νν=0.3=0.3，，σσss=240MPa=240MPa，，测得测得aabb方向的应变方向的应变εε＝＝
0.00020.0002。试按第三强度理论设计该。试按第三强度理论设计该轴时的安轴时的安

全因数。全因数。

τ

σ3

σ1

解：解：aabb线上中点的应力单线上中点的应力单

元体如图示：元体如图示：

( )3211

13

σσνσε
σσ

+−=

−=

E
Q

( )
MPa

E

3.323.11021021

1
44

1

11

=×××=

+=∴
−σ

νσε
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建习建习44--空间力系空间力系

,240,3.32,3.32 31 MPas =−== σσσ
续习续习88--1818解解

三强度理论：三强度理论： [ ]
n

sσ
σσσ =≤− 31

715.3
3.323.32

240

31

=
+

=
−

≤
σσ

σ sn
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建习建习99－组合变形杆件的应力分析与强度计算－组合变形杆件的应力分析与强度计算

习习99--1 1 矩形截面梁受载如图所示。矩形截面梁受载如图所示。 已知已知αα=30=30°°，，

q=1.6kN/mq=1.6kN/m，，L=4mL=4m，，h=160mmh=160mm，，b=110mmb=110mm；许用应；许用应

力力[[σσ]]＝＝10MPa10MPa。试校核梁的强度。。试校核梁的强度。

解：解：((1)1) 属斜弯曲，属斜弯曲，
危险面危险面——跨中。跨中。

（（22））MMmaxmax：：
,094.18sin 2

max mkNLqM y ⋅== θ
,007.38cos 2

max mkNLqM z ⋅== θ

（（33））截面几何特征：截面几何特征： 3
2

7.3223.469
6

cmWbhW yz === ，

（（44））强度计算强度计算

[ ] ,108.9maxmax
max MPaMPa

W
M

W
M

z

z

y

y =<≈+= σσ

强度满足要求。强度满足要求。
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建习建习99－组合变形杆件的应力分析与强度计算－组合变形杆件的应力分析与强度计算 续续 习习99--11 解解

习习99--2: 2: 悬臂梁如图示，悬臂梁如图示， ll=1m=1m，， FF11=800N=800N，，

FF22=1600N=1600N，试求以下两种情况下，梁的最大，试求以下两种情况下，梁的最大

正应力并指出作用位置。正应力并指出作用位置。

1)1) b=90mmb=90mm、、h=180mmh=180mm的的矩形截面；矩形截面；

2)2) 直径直径d=130mmd=130mm的的圆形截面。圆形截面。

x

y

z F1 F2

l l

b

h

y
z

d

y
z
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建习建习99－组合变形杆件的应力分析与强度计算－组合变形杆件的应力分析与强度计算 续续 习习99--22 解解

ll=1m=1m，， FF11=800N=800N，，FF22=1600N=1600N，，

b=90mmb=90mm、、h=180mmh=180mm；；d=130mmd=130mm。。

x

y

z F1 F2

l l

b

h

y
z

x
y

0.8kN.m

z 3.2kN.m

x

解：解：
(1)(1) 属斜弯曲，属斜弯曲，
危险面危险面——固定端。固定端。

（（22））MMmaxmax：：

mkNM
mkNM

y

z

⋅=

⋅=

2.3
,8.0

max

max

矩形截面：矩形截面：

32

2

2436

4866

cmhbW

bhW

y

z

==

== ，

（（33））最大正应力最大正应力计算计算

 
 

 



4

建习建习99－组合变形杆件的应力分析与强度计算－组合变形杆件的应力分析与强度计算 续续 习习99--22 解解

x
y

0.8kN.m

z 3.2kN.m

x

mkNM
mkNM

y

z

⋅=

⋅=

2.3
,8.0

max

max

32

2

2436

4866

cmhbW

bhW

y

z

==

== ，

6

maxmax
max

10
486
800

243
3200

×⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

+=
z

z

y

y

W
M

W
M

σ

b

h

y
z

位于固定端右上角。位于固定端右上角。

MPa8.14max ≈σ
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建习建习99－组合变形杆件的应力分析与强度计算－组合变形杆件的应力分析与强度计算 续续 习习99--22 解解

x
y

0.8kN.m

z 3.2kN.m

x

cmdmkNMM yz 13,2.3,8.0 maxmax =⋅==

圆形截面：圆形截面：
33 21632 cmdWW yz ≈== π

d

y
z

固定端的合成矩：固定端的合成矩：

mkN

MMM zy

.3.38.02.3 22

22

≈+=

+=

最大正应力最大正应力计算计算

MPa
W
M

z

28.15
10216

3300
6max ≈

×
== −σ
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建习建习99－组合变形杆件的应力分析与强度计算－组合变形杆件的应力分析与强度计算

习习99--6 6 受偏心拉力的矩形截面杆如图示，测得两受偏心拉力的矩形截面杆如图示，测得两

偶面的纵向线应变偶面的纵向线应变ε1和ε1 ，试证明偏心矩偏心矩ee满足以满足以

下关系式。下关系式。

解：解：
11））外内力分析外内力分析((轴力、弯矩轴力、弯矩))

FeMFN ⋅== ,
22））两侧点的应力两侧点的应力 hb

eF
bh
F

hb
eF

bh
F

2221
6;6

+=−= σσ

33））由胡克定律由胡克定律

( ) ( )12221
12;2 εεεε −=+= E

hb
eFE

bh
F44））两式相加、减：两式相加、减：

hb
eF

bh
FE

hb
eF

bh
FE 2221

6;6
+=−= εε

621

21 be ⋅
+
−

=
εε
εε

621

21 be ⋅
+
−

=
εε
εε

<<证毕证毕>>
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建习建习99－组合变形杆件的应力分析与强度计算－组合变形杆件的应力分析与强度计算

习习99--8 8 短受柱载如图所示。短受柱载如图所示。 已知已知FF11=25kN=25kN，，

FF22=5kN=5kN。求固定端面角点。求固定端面角点AA、、BB、、CC、、DD的应力。的应力。

解：解：
(1)(1)属斜弯曲属斜弯曲++轴向压缩，轴向压缩，

危险面危险面——固定端。固定端。

mNFM
mkNFM

kNFF

y

z

N

⋅==

⋅==
−=−=

125025.0
,156.0

5

2max

1max

2

（（22））危险面的内危险面的内力力

（（33））截面几何特性：截面几何特性：

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

==

==

=

32

32

2

3756

2506
150

cmbhW

cmhbW
cmA

z

y
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建习建习99－组合变形杆件的应力分析与强度计算－组合变形杆件的应力分析与强度计算

mNM
mkNM

kNF

y

z

N

⋅=

⋅=

−=

125
,15

5

max

max

（（44））各内力引起的应力各内力引起的应力

续续 习习99--88 解解

( )
( )

( )⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=××=

=×=

−=××−=

−

−

−

MPa

MPa

MPa

zM

My

N

40103751015

5.01025125

333.01015105

63

5

33

σ

σ

σ

（（55））A A 、、 B B 、、 C C 、、 DD的应力的应力

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+−=−−=

−+=++=

yMzMNDzMyMNC

yMzMNByMzMNA

σσσσσσσσ

σσσσσσσσ

,

,

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

==

==

=

32

32

2

3756

2506
150

cmbhW

cmhbW
cmA

z

y
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建习建习99－组合变形杆件的应力分析与强度计算－组合变形杆件的应力分析与强度计算 续续 习习99--88 解解

MPazMMyN 40,5.0,333.0 ==−= σσσ

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

−≈+−=

−=−−=

=−+=

=++=

MPayMzMND

MyzMNC

yMzMNB

yMzMNA

833.39

833.40

167.31

167.40

σσσσ

σσσσ

σσσσ

σσσσ
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建习建习99－组合变形杆件的应力分析与强度计算－组合变形杆件的应力分析与强度计算

习习99--9 9 短柱受力如图示，测得短柱受力如图示，测得AA点纵向线应变点纵向线应变
εA=500×10-6，E=10GPa, 试求压力P。

解：解：11））外内力分析外内力分析((轴力、弯矩轴力、弯矩))
PN −= PMz 09.0=PM y 06.0=

22））AA点处属单向应力状态点处属单向应力状态

22

A

18.012.0
07.009.012

18.012.0
06.06

18.012.0

I
yM

W
M

A
N

×
××

+
×

×
+

×
−=

⋅
++−=

PPP
z

z

y

y
Aσ

PPPA 1081393.46 ++−=σ
)(200 PaP≈

,EAA σε =Q33）） ,
1010

20010500 9
6

×
=× − P

)(25 kNP =
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建习建习99－组合变形杆件的应力分析与强度计算－组合变形杆件的应力分析与强度计算

习习99--15: 15: 图示水平面内等截面直角拐，受竖直向下图示水平面内等截面直角拐，受竖直向下

的均布荷载作用，已知的均布荷载作用，已知 ll=800mm=800mm，， d=40mmd=40mm，，

q=1kN/mq=1kN/m，，[[σσ]=170MPa]=170MPa。。
试按第三强度理论试按第三强度理论

校核曲拐的强度。校核曲拐的强度。

F

m x

l

A
B

q

l

l
A

B

C

q

q
解：解：

11）将）将BCBC上的力向上的力向 ABAB 杆右杆右

端截面的形心端截面的形心BB简化简化得得：：

mm：引起扭转：引起扭转

FF、、qq ：引起平面弯曲。：引起平面弯曲。

mkNqlm
kNqlF

⋅==

==

32.02
,8.0

2

 
 

 



12

建习建习99－组合变形杆件的应力分析与强度计算－组合变形杆件的应力分析与强度计算

ABAB 杆为弯、扭组合变形杆为弯、扭组合变形

mkNmkNF ⋅== 32.0,8.0 q

l F

xA B

m x
A B

22）将荷载分组，）将荷载分组，

33）画内力图，）画内力图，

0.32kN.m

T
A B

A B

0.96
0.1

M (kN.m)

固定端固定端AA截面为危险截面截面为危险截面..
44））截面几何特性：截面几何特性：

( )

36

36

32

102
104

16104

mW
m

W

z

p

−

−

−

×=

×=

××=

π

π

π

续续 习习99--1515 解解

(+)
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建习建习99－组合变形杆件的应力分析与强度计算－组合变形杆件的应力分析与强度计算

A B

0.96
0.1

M (kN.m)

续续 习习99--1515 解解

55）应力分析）应力分析

MPa
W
M

MPa
W
M

p

z

1.25
104

320

79.152
102

960

6

6

=
×

==

=
×

==

−

−

π
τ

π
σ

危险点在危险点在AA面的上、下边缘点，面的上、下边缘点，

处于二向应力状态。处于二向应力状态。 ττ

ττ
σσ σσ

66）第三强度理论计算）第三强度理论计算
22

3 4τσσ +=r
22 1.25479.152 ×+=

MPa8.160≈ [ ] MPa170=< σ

0.32kN.m

T
A B

(+)

3636 102;104 mWmW zp
−− ×=×= ππ
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建习建习1010－压杆稳定－压杆稳定

【【习习1010--44 】】图示各圆形压杆均的直径为图示各圆形压杆均的直径为dd，材料均相，材料均相
同。试问哪杆的同。试问哪杆的FFcrcr最大、最大、哪杆的哪杆的最小。最小。

解：解：各杆的各杆的ii相同，相同，
11））求各杆的柔度：求各杆的柔度：

    4.37.15.0

8.04.02

19.17.17.0

i
l

i
l

i
l

i
l

i
l

i
l

il

c

c

b

a

=
×

=

=
×

=

=
×

=

=

下

上

λ

λ

λ

λ
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建习建习1010－压杆稳定－压杆稳定 续续 习习1010--44 解解

( ) ( ) ( ) ( ) 上下

上下

c

ca

FFFF cracrbcrccr

bc

>>>∴

>>> λλλλ

22））比较最大、最小临界力：比较最大、最小临界力：

  ,4.3,8.0
,19.1,

ilil
ilil

cc

ba

==

==

下上 λλ
λλ

即图即图(c) (c) 下段的下段的FcrFcr最小、最小、图图(c) (c) 上段的上段的FcrFcr最大。最大。
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建习建习1010－压杆稳定－压杆稳定

习习1010--55 两端铰支两端铰支压杆，材料为压杆，材料为Q235Q235钢，图示四钢，图示四
种截面形状，截面面积均为种截面形状，截面面积均为4.04.0××101033mmmm22，试比较，试比较
它们的它们的FcrFcr，设，设dd22=0.7d=0.7d11。。

解：解： 11））各杆的各杆的ii，，

( ) ( ) 161;
1
4)4(

16;1016)3(

12;104)2(
12212

2
102)1(

22
1

2
42

2
1

22
3

232

22
2

232

2

2

4
2
1

232

α
απ

π

+=
−

=

=×=

=×=

=
×

=

×=

diAd

dimmd

aimma

b
b

bi

mmb
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建习建习1010－压杆稳定－压杆稳定 续续 习习1010--55 解解

22））求各杆的柔度：求各杆的柔度：

123164;2.280
;86.273;3.387

4433

2211

=>≈=≈=
≈=≈=

cilil
ilil

λλλ
λλ

各杆细长杆。各杆细长杆。
临界压力：临界压力： AEFcr ⋅= 2

2

λ
π

各杆临界压力之比：各杆临界压力之比：
矩形：圆形：正方形：空心圆＝矩形：圆形：正方形：空心圆＝

57.5:0.2:91.1:1
164

1:
86.273

1:
2.280

1:
3.387

11:1:1:1
22222

4
2
2

2
3

2
1

=

=
λλλλ
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建习建习1010－压杆稳定－压杆稳定

【【习习1010--7】】长度长度ll=3.=3.4m4m的两端铰支的两端铰支压杆，由压杆，由两根两根

7575××7575××5 5 的等边角的等边角钢钢焊接而成，形状如图示，焊接而成，形状如图示，属属bb类类
截面，截面，材料为材料为Q235Q235钢，钢， 。问此杆在。问此杆在

F=60kN F=60kN 作用是否安全作用是否安全??
MPa160][ =σ

解：解：

查得一根角钢截面几何特性：查得一根角钢截面几何特性：

cmycmI

cmicmA

oz

y

04.2,97.39

,33.2,367.7
4

1

1
2

1

==

==

该组合截面的该组合截面的几何特性几何特性::
42 257.141)04.2367.797.39(2 cmI z ≈×+=

cmAIi zz 097.3≈= cmii y 33.2min ==
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建习建习1010－压杆稳定－压杆稳定 续续 习习1010--77 解解

两端铰支，取两端铰支，取μμ=1=1，则，则柔度柔度为：为：

92.14533.23400 === ilμλ

[ ] MPa

MPa
A
F

98.49160357.0

72.40
10367.72

106
4

4

=×=<

≈
××

×
= −

σϕ

357.092.5
10

339.0383.0383.0 ≈×
−

−=ϕ

查表查表得得稳定因数稳定因数：：

cmii y 33.2min ==

稳定。稳定。
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建习建习1010－压杆稳定－压杆稳定

【【习习1010--88】】长度长度ll=9=9mm的上端铰支下的上端铰支下端固定的端固定的压杆，其压杆，其

直径直径d=150mmd=150mm，，Q235Q235钢，钢，属属aa类截面，类截面，

求此杆的许可荷载求此杆的许可荷载[F][F]。。
MPa160][ =σ

解：解：截面几何特性：截面几何特性：

,5.374
,7.1764 22

mmdi
cmdA

==
≈= π

1685.3790007.0 =×== ilμλ

276.08
10

27.0302.0302.0 ≈×
−

−=ϕ查查表得：表得：

μμ=0.7=0.7，，柔度柔度为：为：

[ ] kNAF 3.7801016107.176276.0 74 =××××=≤ −σϕ

此杆的许可压力：此杆的许可压力：[F][F]＝＝kNkN。。
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建习建习1111－静定结构的内力－静定结构的内力

习习1111--22 作作图示刚架的内力图。图示刚架的内力图。

习习1111--2(a)2(a) 解：

11）） 分分DCDC、、CBCB、、BABA三段作图：三段作图：

无分布荷载作用，各轴力图和无分布荷载作用，各轴力图和

剪力图无为平直线；剪力图无为平直线；MM图为平直图为平直

线或斜直线。线或斜直线。

求控制截面的轴力值：求控制截面的轴力值：

NNDCDC=0=0，，NNCBCB==--10kN 10kN ，， NNABAB=0=0，，

3m

6m
A

B C

3m

D
10kN

22）） 作作NN图，如图示。图，如图示。

N
(kN)

A

B C

D10
-
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建习建习1111－静定结构的内力－静定结构的内力 续习续习1111--2(a)2(a) 解

求控制截面的剪力：

3） 作Q图，如图示。

M
(kN.m)

3m

6m
A

B C

3m

D
10kN

A

B C

D

QQDCDC=10kN=10kN，，QQCBCB=0 =0 ，，QQABAB==--10kN10kN，，

MMDCDC=0=0，， MMCDCD=30kN.m(=30kN.m(外拉外拉))，，
MCBCB=M=MBCBC=30 kN.m(=30 kN.m(外拉外拉) = M) = MBABA，，

MMABAB=30kN.m(=30kN.m(内拉内拉))。。

4） 作M图，如图示。

A

B C

D
1010

- +

Q
(kN)

30303030

3030

求控制截面的M值：
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建习建习1111－静定结构的内力－静定结构的内力

解:  1、求支反力,

2、分段、分析图的形状,
求控制截面的N值：

NAB=0，
NBC=-6kN ,
NCD =-2kN

XD=6，YD=2kN ,MD=16 kN.m,
方向如图

习习1111--2(b)2(b) 解：

3m 3m

6
m

A

B C
4kN.m

D

1k
N

/m

2kN

16kN.m

6kN
2kN

绘N图。
A

B C

D

6

2

-
-

N
(kN)
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建习建习1111－静定结构的内力－静定结构的内力

QA=0、QBA=-6、QBE=0 、
QEC=-2kN 、QCD =6kN。

续续 习习1111--2(b)2(b) 解解

16kN.m

6kN
2kN

A

B C

D

6

6

+

-

3） 作Q图，如图示。
6

2

Q
(kN)

-

3m 3m

6
m

A

B C
4kN.m

D

1k
N

/m

2kN

E
求控制截面的Q值：
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建习建习1111－静定结构的内力－静定结构的内力

MMAA=0=0，，
MBABA=M=MBEBE=18 kN.m(=18 kN.m(外拉外拉) ) 

MMCECE=24kN.m (=24kN.m (外拉外拉)) ，，

MMCD CD =20 (=20 (外拉外拉) ) ，，

MMDCDC=16kN.m(=16kN.m(内拉内拉))。。

在在EE点向下迭加点向下迭加3kN.m3kN.m。。

续续 习习1111--2(b)2(b) 解解

16kN.m

6kN
2kN

A

B C

D

3

4） 作M图，如图示。

求控制截面的M值：

3m 3m

6
m

A

B C
4kN.m

D

1k
N

/m

2kN

E

18
24

16

20

M
(kN.m)
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建习建习1111－静定结构的内力－静定结构的内力

3m

6m
2m

3m

12kN.m

4kN解:  1、求支反力,
如图示

习习1111--2(c)2(c) 解：

续续 习习1111--2(c)2(c) 解解

4kN 4kN
4kN

2、分段、

分析图的形状,
求控制截面的N值：

NAB=4kN，NBC=-4kN ,
NCE =0,     NCD =-4kN

绘N图。

A

B
C

E

D

A

B C E

D4

4

4

4

-+

-

N
(kN)
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建习建习1111－静定结构的内力－静定结构的内力 续续 习习1111--2(c)2(c) 解解

4

4
4

4
-

+

-

QAO=0、
QBO=-4、
QBC=-4 kN、

QEC=0 、

QCD =4kN。

3） 作Q图，如图示。

求控制截面的Q值：

A

B
C

E

D

3m

6m
2m

3m

12kN.m

4kN

4kN 4kN
4kN

O

A

B C E

DQ
(kN)
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建习建习1111－静定结构的内力－静定结构的内力

MMAA=M=MOO=0=0，，
MOBOB=M=MBCBC=12 kN.m(=12 kN.m(外拉外拉) ) 

MMCB CB =36 (=36 (外拉外拉) ) ，，

MMCECE = M= MEE == 12 (12 (外拉外拉) ) ，，

MMCDCD=24kN.m(=24kN.m(内拉内拉) ) ，，

MMDD=0=0。。

续续 习习1111--2(c)2(c) 解解

12

A

B
C

E

D

3m

6m
2m

3m

12kN.m

4kN

4kN 4kN
4kN

O

A

B C E

D

4） 作M图，如图示。

求控制截面的M值：

36
12 12

24

M
(kN.m)
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建习建习1111－静定结构的内力－静定结构的内力

解解: : 
11、、求支反力，图示求支反力，图示

习习1111--2(2(ff)) 解：解：

22、、分段、分段、

33、、求控制截面的求控制截面的NN值：值：

4、绘轴力图。

,kNN

,NkNN

,kNN

DE

CDBC

AB

75
6
125
25

−=

=
−

=

−=

6m

5m 5m
A

B C D

E

20kN/m

25kN

125kN/6

75kN
125kN/6

A

B C D

E

--
-

25 75

125/6

N
(kN)
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建习建习1111－静定结构的内力－静定结构的内力 续习续习1111--2(2(ff)) 解：解：

55、、求控制截面的求控制截面的QQ
值，作值，作QQ图：图：

66、、求控制截面的求控制截面的MM
值，作值，作MM图：图：

M
(kN.m)

A

B C D

E

125 125
125/2

A

B C D

E

25

75
-

125/6

125/6
+

+

Q
(kN)

-
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建习建习1111－静定结构的内力－静定结构的内力

6m

3m 3m
A

B C

8kN

D

E

F

2m

解解: : 
11、、求支反力，图示求支反力，图示

习习1111--2(h)2(h) 解：

40kN/3
16kN/3

16kN.m

22、、分段、分段、

33、、求控制截面的求控制截面的NN值：值：

4、绘轴力图。

,kNN
,NN
,kNN

DE

CDBC

AB

340
0

316

−=

==
=

A

B C D

E

F
16/3

40/3

+ -

N
(kN)
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建习建习1111－静定结构的内力－静定结构的内力

6m

3m 3m
A

B C

8kN

D

E

F

2m

40kN/3
16kN/3

16kN.m

55、、求控制截面的剪力求控制截面的剪力

绘剪力图。

,kNQ
QQ

kNQ
,QQ

DF

BCCD

BC

DEAB

8

316
0

=

=

−=

==

A

B C D

E

F

16/3

8

+
-

续续 习习1111--2(h)2(h)解解

Q
(kN)
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建习建习1111－静定结构的内力－静定结构的内力

6m

3m 3m
A

B C

8kN

D

E

F

2m

40kN/3
16kN/3

16kN.m

66、、求控制截面的弯矩求控制截面的弯矩

绘弯矩图。

( )
( )

( )外拉

外拉

外拉

mkNMM
mkNM

mkNMM
MMM

MM

DCDF

BC

BAAB

FEED

CDCB

⋅==

⋅=

⋅==

===

==

16
16

16
0

0

续续 习习1111--2(h)2(h)解解

A

B
C D

E

F
16

16

M
(kN.m)

16
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建习建习1111－静定结构的内力－静定结构的内力

习 11-4（a） 求各杆的内力。

解：解：判得所腹杆全为零判得所腹杆全为零

杆。结构简化为杆。结构简化为(b)(b)图示。图示。

各横杆轴力相等、各斜杆轴各横杆轴力相等、各斜杆轴

力相等。力相等。

取取AA结点为分离体，结点为分离体，

分别求得横杆、斜杆轴力，分别求得横杆、斜杆轴力，

PB
A

C

D

E

ABN

o30

P

Ao30
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=

−=
⇒

−==

−==

∑
∑

PN

PN

NcosN:X

PsinN:Y

AC

AB

AB
o

AC

o
AC

3

2

300

300

P

A
C

o30

(b)

ACN
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建习建习1111－静定结构的内力－静定结构的内力

习 11-4（b）求各杆的内力。 d=3m。

解：解：求支反力：求支反力：

用结点法求解，由用结点法求解，由

于对称，只求半边于对称，只求半边

的轴力。分别取的轴力。分别取22、、
88、、77、、55结点为分结点为分

离体，离体，

求得各杆的内力。求得各杆的内力。

各杆的内力各杆的内力如图示。如图示。

2P2P

P

4d4d

dd

21
8

7
5 P

P

P/2 P/2

3

4

6
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建习建习1111－静定结构的内力－静定结构的内力

3p 3P 3P3P

P5
2
3

−
P

5
2
P

−

P5−

轴力图。图。

续续 习习1111--14(b)14(b) 解解

0 0 21

8

7

5

3

4

6

P5
2
3

−

P5−

5
2
P

−
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建习建习1111－静定结构的内力－静定结构的内力

习 11-5 求指定杆的内力。

解：解：取取nnnn截面右边为分截面右边为分

离体，受离体，受力如图如图(b)(b)所示。所示。

35N

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=

=

=

⇒

−−==

=×==

×+×==

∑
∑
∑

kNN
kN.N
kN.N

NNsinN:X

kNN:M

N:M

6
57
51

0

63240

623440

45

35

36

453635

363

455

θ

45N

2kN
2

1

4

3 6

5 8

7

4kN4kN

36N

n

n

2kN

3 6

5 8

7

4kN

θ

(b)

33××3m=9m3m=9m

4m4m
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建习建习1212－静定结构的位移计算－静定结构的位移计算

解：解：

11))求支反力，如图示求支反力，如图示

22))作荷载弯矩图，作荷载弯矩图，

如如MpMp图图,,
EI＝常数

ql/2

习习1212--55 求求图示刚架图示刚架CC点点的水平位移和的水平位移和AA端的转角端的转角。。

q

l

l

A

B

C

0

ql/2

3)3) 设虚力状态设虚力状态((在在CC点加点加水平水平

单位力单位力))，作单位弯矩图，，作单位弯矩图，

4)4) 图乘，求图乘，求CC点的点的水平位移水平位移

( )←=⋅==Δ
EI

ql-l
EI

ql-
EI
Ay 43

1H
C 24212

283
2A 1

2 lyqll −=⋅⋅= ，

 
 

 



2

建习建习1212－静定结构的位移计算－静定结构的位移计算 续续 习习1212--55 解解

A

B

C

M1

EI＝常数

ql/2

q

l

l

A

B

C

0

ql/2

A

B

C

ql2/8

Mp

1

1

1

l

l

5)5) 设虚力状态设虚力状态((在在AA点加点加单位单位

力偶力偶))，作单位弯矩图，，作单位弯矩图，

6)6) 图乘，求图乘，求AA端的转角端的转角
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建习建习1212－静定结构的位移计算－静定结构的位移计算 续续 习习1212--55 解解

A

B

C

M2

A

B

C

ql2/8

Mp

1

1

1

1

EI
qll

EI
ql

EI
Ay 43

1
A 24212

=⋅==ϕ

21283
2

2

32 lyqlqllA ==⋅⋅= ，
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建习建习1212－静定结构的位移计算－静定结构的位移计算

习习 1212--7 7 求求CC的竖向位移。各杆的的竖向位移。各杆的EAEA相同。相同。

解：解：求支反力：求支反力：

用结点法求解，由用结点法求解，由

于对称，只求半边于对称，只求半边

的轴力。的轴力。

求得各杆的内力。求得各杆的内力。

作已知状态下的轴作已知状态下的轴

力图力图 。。

mm 1234 =×

60kN

BA
8

7
5

3

4

C

60kN
60kN

30o 30o

90kN 90kN

设虚力状态设虚力状态((在在CC点加点加单位力单位力))，作单位轴力图，，作单位轴力图，
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建习建习1212－静定结构的位移计算－静定结构的位移计算 续续 习习1212--77 解解

60
0 0 BA

8

7

5

3

4

C

-180

-120

-60

-120

-180
-60

390390390390

Np

1
0 0 BA

8

7

5

3

4

C

-1

-1

0

-1

-1
0

350.350.350.350.

1
N
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建习建习1212－静定结构的位移计算－静定结构的位移计算 续续 习习1212--77 解解

图乘，得图乘，得CC的竖向位移的竖向位移

( )
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
××

++
+×××=Δ 31

30
6012018023

2
33904103

oCV cosEA

[ ]313201620103
+=Δ

EACV
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建习建习1212－静定结构的位移计算－静定结构的位移计算

解：解：
1)1)求支座反力求支座反力, , 

虚功方程虚功方程::

习习1212--8.8. 求图示桁架求图示桁架CC点的点的竖向位移。竖向位移。EAEA相同。相同。

F/2

2)2)求求 FFNPNP 图图;;

3)3)在在CC处虚设单位力处虚设单位力,,
并作并作 图图;;NF

∑ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=Δ l

EA
FF NPNV

C

( ) ( )↓+
=Δ

EA
FV

C
246

2m

2m

D           E

A            C                B
F

2m 2m 2m

FNP

-F

F/2 F/2

2F− 2F 2F−

D E

A            C                B
11/2

-1

1/2           1/2

22− 22 NF
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建习建习1212－静定结构的位移计算－静定结构的位移计算

习习1212--1010 作求作求图示刚架图示刚架AA截面的转角和截面的转角和DD点的点的竖向竖向
位移。位移。CBCB刚度为刚度为EIEI，，ABAB的为的为2EI2EI。。

解：

11））作荷载弯矩图，如图示：作荷载弯矩图，如图示：

l

AB

C
1.

5l

D

l

q

B

C

D A

22ql

pM

22））在在AA处虚设单位力偶处虚设单位力偶,  ,  并作并作 图图;;AM

B

C

D A

MA

1
1

1

1

3)3) 图乘，求图乘，求AA端的转角端的转角

( )
EI
qllql

EI
1l.ql

EI
1 3

A 3
11

3
122

2
1512

2
2 =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ⋅⋅
+××=ϕ
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建习建习1212－静定结构的位移计算－静定结构的位移计算

CBCB刚度为刚度为EIEI，，ABAB的为的为2EI2EI。。

l

AB

C
1.

5l

D

l

q

44））在在DD处虚设单位力处虚设单位力,  ,  并作并作 图图;;DM

续续 习习1212--1010 解解

B

C

D A

MD

1
l

l

5)5) 图乘，求图乘，求DD点的点的竖向位移：将竖向位移：将BDBD段的段的MpMp图分为图分为

二个三角形和一个二次抛物线。二个三角形和一个二次抛物线。

( )

EI
qlllllll

EI
ql

ll.ql
EI
1

DV

48
161

28
1

3
2

322
1

3
2

2
2

2

512

42

2

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ××−××+×

⋅
+

+××=Δ

B

C

D A

22ql

pM

22ql
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建习建习1212－静定结构的位移计算－静定结构的位移计算

习习1212--1313 求求图示刚架图示刚架AA截面的转角和截面的转角和CC点的点的水平水平
位移。位移。

l
l

A

B

C

ql
q

A

B

C

2ql

82ql

23 2ql
Mp MA

A

B

C
1

1

1

解：

11））作荷载弯矩图，如图示：作荷载弯矩图，如图示：

22））在在AA处虚设单位力偶处虚设单位力偶,  ,  并作并作 图图;;AM
3)3) 图乘，求图乘，求AA端的转角端的转角,,将将BCBC段的段的MpMp图分为二个三角图分为二个三角

形和一个二次抛物线。形和一个二次抛物线。

2EI2EI
EIEI

EI
qllll

EI
qll

EI
ql

A 12
171

83
2

2
3

2
1

2
1

22

322

=×⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ×−×++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ×=ϕ
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建习建习1212－静定结构的位移计算－静定结构的位移计算

l

l

A

B

C

ql
q

A

B

C

2ql

82ql

23 2ql
Mp

MC

A

B

C
1

l

EI
qlllllll

EI
ql

CH 8
5

283
2

3
2

2
3

232
1 42

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ××−××+×

×
=Δ

续续 习习1212--1313 解解

2EI2EI
EIEI

44））在在CC处虚设单位水平力处虚设单位水平力,  ,  并作并作 图图;;CM

5)5) 图乘，求图乘，求AA端的转角端的转角,,将将BCBC段的段的MpMp图分为二个三角图分为二个三角

形和一个二次抛物线。形和一个二次抛物线。

水平向左。水平向左。

 
 

 



12

建习建习1212－静定结构的位移计算－静定结构的位移计算

22）荷载作用的弯矩方程：）荷载作用的弯矩方程：

ABAB段：段：

1.5m 1.5m      1.5m 

A BC

Fq

D

习习1212--1111 求求图示梁图示梁CC点的点的挠度。已知挠度。已知F=9kNF=9kN，，
q=15kN/mq=15kN/m，，EI=EI=常数。常数。

解：（方法一）积分法

11）求支反力：）求支反力：
kNYA 18=

AY

( )305718 2 ≤≤−= xx.xM p

DBDB段：以段：以DD为原点，为原点，xx向左为正向左为正

( )5109 2 .xxM p ≤≤−=

33））在在CC处虚设单位竖向力处虚设单位竖向力,,
列单位列单位弯矩方程：弯矩方程：
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建习建习1212－静定结构的位移计算－静定结构的位移计算

单位弯矩方程：单位弯矩方程：

ACAC段：段：

1.5m 1.5m      1.5m 

A BC

1

D50.YA =

AY( )51050 .xx.M ≤≤=

CBCB段：段： ( ) ( )3515151 ≤≤−−= x..xx.M

44）积分：）积分：

x

( )

( ) ( )[ ] 0515157181

5057181

3

51

2

51

0

2

+−−−+

−=Δ

∫

∫

.

.

CV

dx.xx.x.x
EI

xdx.x.x
EI

续续 习习1212--1111 解解

3102278
×≈Δ

EI
.

CV
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建习建习1212－静定结构的位移计算－静定结构的位移计算

1.5m 1.5m      1.5m 

A BC

Fq

D

A B D

13.516.875

10.125
Mp (kN.m)

求求CC点的点的挠度。挠度。F=9kNF=9kN，，q=15kN/mq=15kN/m，，EI=EI=常数。常数。

（方法二）图乘法：

11））作荷载弯矩图，作荷载弯矩图，

如图示：如图示：

22））在在CC处虚设竖向单位处虚设竖向单位

力力,  ,  并作并作 图图;;M

A B D
0.75

1

M (kN.m)

续续 习习1212--1111 解解

因为单位弯矩图是折线因为单位弯矩图是折线
图，这里较复杂。图，这里较复杂。

将将MpMp图分解为一个三角图分解为一个三角

形和一个二次抛物线，形和一个二次抛物线，

二次抛物线又分为两半二次抛物线又分为两半
图乘。图乘。
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建习建习1212－静定结构的位移计算－静定结构的位移计算

1.5m 1.5m      1.5m 

A BC

Fq

D

A B D

13.516.875

10.125
Mp (kN.m)

A B D
0.75

1

M (kN.m)

续续 习习1212--1111 解解

3

3

102278

2750
8
55187516

3
2

2
513

2
3750

10

×≈

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

×××××

+×
×

−
=Δ

EI
.

...

..

EICV

3102278
×≈Δ

EI
.

CV
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建习建习1212－静定结构的位移计算－静定结构的位移计算

M

解：

11））作荷载弯矩图，如图示：作荷载弯矩图，如图示：

习习1212--1414 求求图示刚架图示刚架BB点的点的水平位移。已知：水平位移。已知：

F=40kN,q=10kN/m,EI=210GF=40kN,q=10kN/m,EI=210GPa,Pa, 441042 cm.I ×=

4m

3m

Fq

A

B

C D

3m

160

A

B

C D

340

45

1

A

B

C D
33

3Mp

(kN.m)

22））在在BB处虚设水平单位处虚设水平单位

力力,  ,  并作并作 图图;;M
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建习建习1212－静定结构的位移计算－静定结构的位移计算

M
4m

3m

Fq

A

B

C D

3m

160

A

B

C D

340

45

1

A

B

C D
33

3
Mp

(kN.m)

续续 习习1212--1414 解解

4)4) 图乘，求图乘，求BB的水平位移的水平位移,,
将将ACAC段的段的MpMp图分为二个三角形和一个二次抛物线。图分为二个三角形和一个二次抛物线。

将将ACAC段的单位弯矩图分为长度为段的单位弯矩图分为长度为ACAC的二个三角形。的二个三角形。
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建习建习1212－静定结构的位移计算－静定结构的位移计算

M4m
3m

Fq

A

B

C D

3m

160

A

B

C D

340

45

1

A

B

C D
33

3
Mp

(kN.m)

续续 习习1212--1414 解解

( )

( ) EIEIBH

33 102046

3
2

416012
2

6160

21
2

6340045
3
2

10 ×
=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

×
×

+−×
×

+

−×
×

+××
=Δ

水平向左。水平向左。

m.
.BH

3
410

3

10338
10421021

102046 −
− ×≈

×××
×

=Δ
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建习建习1212－静定结构的位移计算－静定结构的位移计算

习习1212--1515 图示刚架支座图示刚架支座BB下沉下沉ΔΔ，，求求CC点点的水平位的水平位
移和移和AA端的转角端的转角。。

解：解：1)1)求求CC点点的水平位移：的水平位移：

在在CC点加点加水平单位力，求支反力，如图水平单位力，求支反力，如图 (1)示示
( )→Δ−=⋅−=Δ ∑ lhcR kkH

C

l

h

A B

C

Δ

2)2)求求AA端的转角：端的转角：在在AA点加点加单位力偶，支反力如图单位力偶，支反力如图(2)。。
lcR kkA Δ−=⋅−= ∑ϕ

h/l

A B

C 1

(1)

1/l

A B

C

1

(2)
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建习建习1212－静定结构的位移计算－静定结构的位移计算

习习1212--1616 求求图示刚架支座移动引起图示刚架支座移动引起DD点点的水平位移的水平位移。。

(1)(1)支座支座AA向右移动向右移动2cm2cm；； (2)(2)支座支座AA向下移动向下移动1cm1cm；；

(3)(3)支座支座BB向下移动向下移动1.5cm1.5cm；；

解：解：在在D D 点加点加水平单位力，求支反力，如图水平单位力，求支反力，如图 (2)所示示

A B
C

D

4m

1m

1m 1/4

1
A B

C

D
1

1/4(2)

1)1) 支座支座AA向右移动向右移动2cm2cm ：：
( )→−=×−=⋅−=Δ cmcR AxAx

H
D 221

2)2) 支座支座AA向下移动向下移动1cm1cm ：：
( )←=×=⋅−=Δ cm.Rc AyAyH

D 250411
3)3) 支座支座BB向下移动向下移动1.5cm1.5cm ：：

( )→−=×−=⋅−=Δ cm..Rc ByBy
H
D 37504151
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建习建习1313－超静定结构－超静定结构

（（aa）解：）解：

习习1313--22 用力法求作图示结构的用力法求作图示结构的MM、、FFQQ图。图。EI=EI=常数常数

FF

ll l /l /33
AA

BB
CC

1X基本体系基本体系

FF

AA
BB

CC

11））选择基本体系选择基本体系

22））建立力法典型方程建立力法典型方程

33））求系数项和自由项求系数项和自由项
作单位弯矩图，作单位弯矩图，

01111 =Δ+ PXδ

EI
l

EI
lll

EI
MM

33

3

11
11

=
××

=

= ∑∫δ
AA BB

CC
M1

ll 11
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建习建习1313－超静定结构－超静定结构 续习续习1313--2 2 （（aa）解）解

1X基本体系基本体系

FF

AA
BB

CC

01111 =Δ+ PXδ
EI
l

3

3
11 =δ

Mp
AA BB CC

4F4Fll／／33 FF

AA BB
CC

M1
ll 11( )EIFl      

Fl
EI
l

P

2
2

3

2
1

−=

⋅
−

=Δ

作荷载弯矩图，作荷载弯矩图，
两弯矩图图乘：两弯矩图图乘：

44））解方程，解方程，
求多余未知力求多余未知力

0
23

3
1

3
=−

EI
FlX

EI
l

231 FX =
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建习建习1313－超静定结构－超静定结构 续习续习1313--2 2 （（aa）解）解

Mp
AA BB CC

4F4Fll／／33 FF

AA BB
CC

M1
ll 11

由迭加原理作原结构由迭加原理作原结构
的弯矩图的弯矩图

231 FX =

33
0

63
4

2
3

FlFlM

FlFlFlM

B

A

−=−=

=−=

原结构的弯矩图原结构的弯矩图
如图如图MM

Fl /Fl /33

AA
BB CC

Fl /Fl /66 M
原结构的剪力图原结构的剪力图
如图如图FFQQ

FF
AA

BB CC
FF／／22

FQ
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建习建习1313－超静定结构－超静定结构

习习1313--22 （（dd）解：）解： DD
ll ll ll

AA
BB CC

qq

1X 2X
AA

BB CC

qq
DD

基本体系基本体系

11））选择基本体系选择基本体系

22））力法典型方程力法典型方程

⎩
⎨
⎧

=Δ++
=Δ++

0
0

2222121

1212111

P

P

XX
XX

δδ
δδ

33））求系数和自由项求系数和自由项
作单位弯矩图，如下图示作单位弯矩图，如下图示
图乘，得系数：图乘，得系数：

EI
l

3
2

2211 == δδ
EI
l

612 =δ
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建习建习1313－超静定结构－超静定结构

44））解方程，解方程，
求多余未知力求多余未知力

11 =X
BB

CC

1
12 =X

BB
CC

1

M1

M2

P

P

EI
ql   

EI
ql

2
3

3
1

3
2

2
2

3
2

Δ==

⋅=Δ

作荷载弯矩图，作荷载弯矩图，

续习续习1313--22 （（dd）解）解

2
8

lq 2
8

lq

AA BB CC DD

2
8

lq

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=++

=++

0
3
2

3
2

6

0
3
2

63

3
21

3
21

qlXlXl

qlXlXl
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建习建习1313－超静定结构－超静定结构 续习续习1313--22 （（dd）解）解

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=++

=++

0
3
2

3
2

6
1

0
3
2

6
1

3
2

3
21

3
21

qlXX

qlXX
2

21 5
4 qlXX −==

由迭加原理作原结构的弯矩图由迭加原理作原结构的弯矩图

DD
AA

BB CC

2
5
4 ql 2

5
4 ql

82ql 82ql82ql
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建习建习1313－超静定结构－超静定结构

1313--33（（aa）解：）解：

习习1313--33 用力法求作图示结构的用力法求作图示结构的MM图。图。EI=EI=常数常数

11））选择基本体系选择基本体系

4m

6m

20kN/m

A B

C D
40kN

基本体系基本体系

1X

20kN/m

A B

C D
40kN

A B

C D

1

6 6

M1A B

C D240

240 90

Mp

(kN.m)

22））建立力法典型方程建立力法典型方程

33））求系数项和自由项求系数项和自由项
作单位、荷载弯矩图，作单位、荷载弯矩图，

01111 =Δ+ PXδ
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建习建习1313－超静定结构－超静定结构

01111 =Δ+ PXδ

3606
3
62 3

3
11 =+

×
=δEI

A B

C D

1

6 6

A B

C D240

240 90

续习续习1313--33 （（aa）解）解

93606906
3
2240

2
6

3
6240 2

1

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ××+×

−
×

−=Δ pEI

44））解方程，求多余未知力解方程，求多余未知力
kNX 261 =

M1

Mp

(kN.m)求其余支反力求其余支反力

( ) ( ) ( )kNY,Y,X BAA ↑=↑=←= 1002014
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建习建习1313－超静定结构－超静定结构 续习续习1313--33 （（aa）解）解

kNX 261 = 由迭加原理作原结构的弯矩图由迭加原理作原结构的弯矩图

4m
6m

20kN/m

A B

C D
40kN

A B

C D

156
84

84

90

M
(kN.m)

作原结构的剪力图和轴力图作原结构的剪力图和轴力图

20

A B

C D
14

26

100

FQ

(kN)

20
A B

C D
26

100

FN

(kN)
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建习建习1313－超静定结构－超静定结构

习习1313--33（（bb）解：）解：

11））选择基本体系选择基本体系
22））建立力法典型方程建立力法典型方程

01111 =Δ+ PXδ

20kN/m

A

BC D

6m 3m

6m

40kN

基本系基本系

1X

20kN/m

A

BC D

40kN

EIEI

2EI2EI

33））求系数项和自由项求系数项和自由项
作单位、荷载弯矩图，作单位、荷载弯矩图，

EIEIEI
252

6
66 33

11 =+=δ

A

BC
D

1

6

6

6

M1
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建习建习1313－超静定结构－超静定结构

A

BC
D

1

6

6

6

A

BC D
210

1170

1170

M1

Mp

(kN.m)

EI
EI

EIp

49230

36
3
9026

6
2106

3
1170

2
1

61170

22

2

1

−=

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ××

×
−×+×

−
×

−=Δ

EIEIEI
252

6
66 33

11 =+=δ

44））解方程，求多余未知力解方程，求多余未知力
kN.X 361951 ≈

由迭加原理作原结构的弯由迭加原理作原结构的弯
矩图矩图,  ,  如下图示。如下图示。

续习续习1313--33 （（bb）解）解

90

mkN.MMM CBACCA ⋅=== 162 （内侧拉）（内侧拉）
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建习建习1313－超静定结构－超静定结构

210

2.16

90

A

BC
D

1

6

6

6

A

BC D
210

1170

1170

M1
Mp

(kN.m)

kN.X 361951 ≈

原结构的弯矩图原结构的弯矩图 如图示。如图示。

续习续习1313--33 （（bb）解）解

mkN.MMM CBACCA ⋅=== 162

M
(kN.m)

A

C
B D

2.16

作结构的剪力图作结构的剪力图 和轴力图。和轴力图。

A

BC D

100
40

95.4

24.6

FQ

(kN)
A

BC D

24.6
FN

(kN)
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建习建习1313－超静定结构－超静定结构

习习1313--33（（cc））EI=EI=常数常数

解：解：

11））选择基本体系选择基本体系

22））建立力法典型方程建立力法典型方程
01111 =Δ+ PXδ

20kN/m

A

B

C
D

6m 6m

6m

基本系基本系

1X

20kN/m

A

B

C
D

33））求系数项和自由项求系数项和自由项
作单位、荷载弯矩图，作单位、荷载弯矩图，

144362 3
11 =×=δEI

720
3

6360
4

36
3

6360

2

1

−=
×

−

×
⋅

×
−=Δ pEI
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建习建习1313－超静定结构－超静定结构 续习续习1313--33 （（cc）解）解

1 6

M1

A

B

CD

44））解方程，求多余未知力解方程，求多余未知力
kN.X 5521 =

14411 =δEI

7201 −=Δ pEI

由迭加原理作原结构的弯矩图由迭加原理作原结构的弯矩图, , 如下图示。如下图示。

360

Mp

(kN.m)

A

B

C
D

由弯矩图作剪力图由弯矩图作剪力图, , 如下图示。如下图示。
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建习建习1313－超静定结构－超静定结构 续习续习1313--33 （（cc）解）解

kN.X 5521 =
20kN/m

A

B

C
D

6m 6m

6m

45

M

(kN.m)

A

B

C
D

90

67.5

FQ

(kN)

A

B

C
D

52.5

67.5

7.5
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建习建习1313－超静定结构－超静定结构

习习1313--33（（ee）解：）解：

6m

C
E

A B
3m 3m

D60kN
C E

A B

D30kN 30kN C E

A B

D30kN 30kN

+
M＝0

对称荷载对称荷载 反对称荷载反对称荷载

解解::
荷载分解为对称与反对称之和荷载分解为对称与反对称之和;;
对称荷载作用时对称荷载作用时MM＝＝00，，
只需计算只需计算反对称作用的反对称作用的MM。。
11）选基本体系）选基本体系 取基本系如图示：取基本系如图示：

基本系基本系
A

D
1X30kN

22）建立方程）建立方程 01111 =Δ+ PXδ
33）求解系数项和自由项）求解系数项和自由项
作单位弯矩图和荷载弯矩图，图乘得：作单位弯矩图和荷载弯矩图，图乘得：
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建习建习1313－超静定结构－超静定结构

01111 =Δ+ PXδ
63363 22

11 =×+=δEI

D

180

Mp

(kN.m)

A

D

图1M

3

基本系基本系

A

D
1X30kN

162036901 =××=Δ pEI
44）解方程，求多余未知力）解方程，求多余未知力

55）根据叠加原理）根据叠加原理 PMXMM += 11

kN.X P 725
63

1620

11

1
1 −≈−=

Δ
−=
δ

绘绘 M M 图如图示。图如图示。

续习续习1313--33 （（ee）解）解

M
(kN.m)

C E

A B

77.1D

102.9

77.1
77.1

102.9

6m

C
E

A B
3m 3m

D60kN
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建习建习1313－超静定结构－超静定结构

由结点平衡，求得轴力由结点平衡，求得轴力

kN.X 7251 −=

绘绘 FFQQ图和图和

FFNN图如图示。图如图示。

续习续习1313--33 （（ee）解）解

30

C E

A B

D

30

25.7

FQ

(kN)

M
(kN.m)

C E

A B

77.1D

102.9

77.1
77.1

102.9

C
E

A B

D

25.7 25.7

30

FN

(kN)

由杆件平衡，由杆件平衡，
求得剪力求得剪力

C E

A B

D60kN

725

30

.FF

kNFF

QCEQDC

QBEQAD

−==

==

NDCNDC

NBENAD

FkNF
,F.F

=−=
−==

30
725

D

30

60

25.7

25.7

30
E

30

25.7

25.7

30
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建习建习1313－超静定结构－超静定结构

习题习题1313--4(4(aa):): 排架排架

解解:1):1) 取基本系取基本系,,

3)3) 作单位、荷载弯矩图作单位、荷载弯矩图

如下图示：如下图示：

  
EI

 
EI

3646
3

2 3
11

×
=×=δ系数系数::

自由项自由项::

EIEIP
18093

4
6

3
1806

1
×

=××
×

=Δ

01111 =+ PX Δδ
2)2) 力法方程力法方程:: A B 

C D
EI

6m

EA=∞

10
kN

/m

A B 

C DX 1

基本系10
kN

/m
4) 解方程，得: kNX P

4
45

11

1
1 −=

Δ
−=
δ
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建习建习1313－超静定结构－超静定结构

5) 5) 用迭加法作原结构用迭加法作原结构MM图图

MMA A ＝＝112.5112.5 ((左拉左拉))

MMB B ＝＝67.5  67.5  ((左拉左拉))

原结构原结构MM图如图示。图如图示。

X 1 
=1 

A B

C D

M

6 6

MpA B 

C D

180

kNX
4

45
1 −=

A B 

C D
45

112.5 67.5

M
(kN.m)

续习续习1313--44 （（aa）解）解
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建习建习1313－超静定结构－超静定结构

4m4m

A D

B

C

10kN2.5kN/m

4mEI=常数

习习1313--5(5(aa):):解: 系统在D处
有一个角位移,
1 1 ）故基本求知量为 ϕ,
对CD段作静定处理

2）转角位移方程

,kN.mM
 ,iM
  ,iM

,qliM

DC

BD

DB

2
DA

40
2
4

83

=
=
=

+=

ϕ
ϕ
ϕ

m=40kN.m, 令i=EI/4

A D

B

10kN2.5kN/m

m

习习1313--55 用位移法求作图示刚架的用位移法求作图示刚架的MM图。图。
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建习建习1313－超静定结构－超静定结构

A D

B

10kN2.5kN/m

m
33））建立平衡方程建立平衡方程

取刚结点取刚结点D D 为分离体，为分离体，
如图示：如图示：

∑ =++= 00 DCDBADD MMM:M

44））解方程解方程，得，得：： 5=ϕi
DAM

D DCM

DBM
4087 =+ 2qliϕ

357 =iϕ

55））求求杆端弯矩，作杆端弯矩，作MM图图：：

,kN.mM
 ,M ,M

,M

DC

BDDB

DA

40
1020

20515

=

==
=+= A D

B

C

40
20

20

10

5

M
(kN.m)

续习续习1313--55 （（aa）解）解
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建习建习1313－超静定结构－超静定结构

习习1313--6(b):6(b):解:
取半结构如图；

习习1313--66 利利用对称性求作图示刚架的用对称性求作图示刚架的MM图。图。

EI=常数

6m6m
A

D

B

C

20kN/m

4m

EE FF GG

6m6m

6m6m
A

D C

20kN/m
4m

EE

半结构
A

D C

20kN/m

EE

基本系

在E处有一个
角位移, C处
侧移不作为基
本未知量，

取基本系如图
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建习建习1313－超静定结构－超静定结构

A

D C

20kN/m

EE

基本系

续习续习1313--66 （（bb）解）解

取基本系如图示，令EI=1，
位移法典型方程：

4161

01111

==

=+Δ

AEDE

p

i,i

Fk

求系数和自由项：

作单位弯矩图，分析结点E，
A

D
CEE

Δ1

1/3

2/3

1/2

1

M1
k11

2/3 1E

350 11 ==∑ k M E ：

作荷载弯矩图，分析结点E，

A

D CEE

360

Mp

(kN.m)

6060

F1P

60 360E

3000 1 −==∑ PE  FM ：

 
 

 



25

建习建习1313－超静定结构－超静定结构 续习续习1313--66 （（bb）解）解

01111 =+Δ pFk
3511 =k 3001 −=P F

1801 =Δ
按迭加原理作弯矩图。

P1 MMM +Δ= 1

代入位移法典型方程：
A

D
CEE

Δ1

1/3

2/3

1/2

1

A

D CEE

360

Mp

(kN.m)

6060

M1

360
180

180

90 B

FF GG

A

D CEE C

360

180

180

90M
(kN.m)
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建习建习1313－超静定结构－超静定结构

习习1313--6(d)6(d) 解: 将荷载分解为对称+反对称，在对
称荷载作用无弯矩，只考虑反对称荷载作用时的弯
矩，取半结构如图；

习习1313--66 利利用对称性求作图示刚架的用对称性求作图示刚架的MM图。图。

A B 

C D25kN 25kN

A B 

C D25kN 25kN

+
A B 

C D50kN

EI=常数 12
m

10m

A

C25kN

半结构
X 1 =1 

A

C25kN

基本系

用力用力法求解：法求解：

取基本系如图示。取基本系如图示。

力力法典型方程：法典型方程：

01111 =Δ+ PXδ 5m
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建习建习1313－超静定结构－超静定结构 续习续习1313--66 （（dd）解）解

01111 =Δ+ PXδ
求系数项和自由项求系数项和自由项
作单位弯矩图，求得：作单位弯矩图，求得：

3
50051

3
1 3

11 =×⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=δEI

M5

5
1

A

C

Mp

300
A

C
25kN

作荷载弯矩图，求得：作荷载弯矩图，求得：

9000530012
2
1

1 −=×××−=Δ PEI

解力解力法典型方程，得：法典型方程，得：

kNX 541 =
利用迭加原理和对称性质利用迭加原理和对称性质
作原结构的弯矩图：作原结构的弯矩图：

A B 

C D

30 30

270
270

270

270

M
(kN.m)

 
 

 


